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Subiectul |

1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [x — 2| = 3x + 6.

Rezolvare:

Dacax<2 = [x—2 =2-X = [x-2=3Xx+62-x=3x+6c4x=-4&x=-1€ (-, 2).
Dacax>2=> [x—2| =x-2 = [x—2/=3X+6<Xx-2=3X+6< 2X=-8< X =-4¢ [2,+®).

Deci S = {-1}.

.. ) . . 2 1
2. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia —4 < 5.
X+

Rezolvare:

Solutie:

2 1 2 1 6—-x—-4 2—X

— <o —-Z<0e < ——~ <o.

Xx+4 3 Xx+4 3 3(x+4) X+4

X -0 -4 2 + 00
2_-x + + + + + + + 0 - - - - -
X+ 4 - . - - 0 + + + + + + +
2-x - - - - |+ + + 0 - - - - -
X +

Xe(-0,-4)U[2, +o).
3. Determinati numarul complex z care are proprietatea 2z + z=3 + 2i.
Rezolvare:

Notamz=a+bi,a,beR = zZ=a-bi= 22+ Z=3+2i < 2(@a+bi)+a-bi=3+2i <
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i . 3a=3 a=1
< 3a+hbhi=3+2i = &
b=2 b=2

Deciz=1+ 2i.

4. Determinati numarul submultimilor multimii {1, 2, 3, 4, 5, 6} care nu contin elementele 1 si 2.

Rezolvare:

Determinarea numarului submultimilor multimii {1, 2, 3, 4, 5, 6} care nu contin elementele 1si 2
se reduce la a determina numarul submultimilor multimii {3, 4, 5, 6}.

Numarul acestor submultimi este 2*= 16.
Deci sunt 16 submultimi ale multimii {1, 2, 3, 4, 5, 6} care nu contin elementele 1si 2.

Observatie: Daca nu stiti ca numarul submultimilor unei multimi A cu n elemente este 2" puteti
folosi urmatoarea metoda pentru a-l determina:

Submultimile multimii A sunt:
-  multimea vida @ — 0 submultime

- submultimile formate dintr-un element — n submultimi,
- submultimi formate din 2 elemente - C2 submultimi,

- submultimi formate din n-1 elemente - C"™ submultimi,
- multimea A

Deci numarul submultimilor lui Aeste 1+n+C2 +...+C)™" +1=
=C +C;+C2+..+Cy*+Cp=2"

5. Rezolvati ecuatia sin x — cos 2x = 0, daca x e (Og] .

Rezolvare:

Folosim: cos 2x = 1 — 2sin? x

sinXx—cos2x =0« sinx—1+2sin°x=0. Notamsinx=y. Xe (O,g):y €(0, 1)

-1%+3

Obtinem: 2y’+y-1=0= A=1+8=9=y,,=———

1
4 =>vy,=-1¢(0, 1):y2:E€(O: 1)

. 1 . T T
sinx=—si Xxe|0,=-|=>x=—
2 ( 2) 6
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6. Fie A(2, 3), B(- 2, 4), C(4, 6) . Sa se determine ecuatia dreptei d, ce trece prin punctul A si
este paralela cu dreapta BC.

Rezolvare:

Fie mg. sim, pantele dreptelor BC, respectivd, .

- _Yc oy _ 6-4 _ 2 1 _
BC| dy= my=mgy.. my.= XE—XS & My = - 2) & Mpe= £ & Mpe= 2= My, =

Ecuatiadrepteideste:y -y, ,=m, (X-X,)<y-3= %(x—2)<:>3y—9:x-2<:>x—3y+7:O.

Subiectul 11

b
1. Fie X = (g a] e M, (R), a bz 0.

a) Aratati ca X*-2aX+a’l,=0,. (5p)
b) Calculati X" .(5p)
c) Sase arate ca X este inversabila si sa se calculeze X ™ .(5p)

Rezolvare:

2. ,, _(a by (a b ] ab ,(1 0)
.a)X“-2aX+a“l,= 2a +a =
0 a 0 a 0 a 0 1
_ a’® 2ab)| (2a® 2ab .\ a® 0])_ a’-2a’+a® 2ab-2ab _(0 0 -0
0 a? 0 2a° 0 a? 0 a’—-2a%+a° 00 2
2
a“ 2ab
b) X%= ,
2 b 3 2
x3=x2.x=|2 ZaZb (a _[a 3a3b O
0 a 0 a 0 a

a" na"Yp

Aratam prin inductie ca X" = ( N ] pentru orice numar natural n > 1.
a

n (n-1) n+1 n
Presupunemca X"= [& M@ bl Aratamecaxmi= |2 (+ 1)? bl
0 an 0 an+
an na(n_l)b a b a‘I’l+1 (n + 1)anb
XM= XN.X = . _ 2
( 0 a" 0 a 0 g+l )

www.matematicon.ro



www.matematicon.ro

n

n (n-1) N
Din (1) si (2) rezultaca X" = (ao na bj vV ne N .
a

a b 2 : : . .
c)det X = =a“# 0pentrua= 0. Deci matricea este inversabila.
a

) a o0 .. - i . .
X= . Calculam complementii algebrici X;;=(-1)""’ A;; ai elementelor transpusei:
a

X,= (D)**a,=a, X,=(-1)"a,=-b, X, =(-1)""a,=0,X,,=(-1)**a,=a.
* X X a - . a -— - T
Calculam X"=| ~ 1t 712 |- RV T v iz _|a a
X21 X22 0 a det(X) a 0 a 0 l
a

2. Pe multimea R se defineste legea de compozitie Xx*y =X +y + Xy .
a) Verificati daca legea de compozitie ,,*” este asociativa. (5p)
b) Aratati ca legea de compozitie ,,*” admite element neutru. (5p)

c) Sa se calculeze 1*%*%* wx

Rezolvare:

2. a) asociativitatea:

Fie x, y, ze R oarecare

(xX*y)*z=x*y +z+ (X*y)Z=X+y+Xy+z2+(X+y+Xy)z=X+y+Z+Xy+XZ+Yyz+Xyz
X*(y*z) =X+ y*z2+x(y*z) =x+(y+z+yz) + X(y+z2+yz) =X+y+Z+ Xy + XZ +yzZ + Xyz

Deci (x*y)*z = x*(y*z) VX, Y, Ze R = legea ”*” este asociativa.

b) FieeeR si xeR oarecare.e*x=x & e+x+ex=x< e(X+1) =0V xeR=>e=0
Deci V xeR avem 0*x = x. Verificam ca x*0 = x VxeR.

Xx*0=x < x+0+x0=x < 0=0adevarata. Deci 0*x = x*0=x VxeR.

Deci e = 0 este elementul neutru al legii ,,*”.

g1rixlx Il hen
2 3 n-1 n
1*3:1+£ llzz
2 2 2
prlalofpedlelonloni il
2 3 2) 3 3 3 3
1.1 1 .1
Aratam prin inductie matematicaca1*—*—* .. * —*— =n
2 3 n-1 n
Presupunemcal*l*l*...* 1 =k -1siaratamca 1* l*l*. *L*lzk
2 3 k-1 2 3 k-1 k
1*3*3*._.* 1 *lz(k_1)*1—k 1+1+(k 1) Ao k.
2 3 k-1 k k k k
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Deci ¥V neN avem 1*%*3* Lx

L*l =n
3 n-=1 n

Subiectul 111

3
1. Se considera functia f: (0, +0)—> R, f(X) = X? -In x.

a) Calculati Iirgl f(x). (5p)

a) Sa se determine punctele de extrem ale functiei f. (5p)

b) Sa se demonstreze ca In Jx <

pentru orice xe (0, +o0) . (5p)

Rezolvare:

x® x*
1.a) Iirg]f(x): Iirgl[?—lnx] =lim—-1limInx=0-(- o) =

x>0 3 x—0

b) Studiem semnul lui f*(x) pe (0, + ).

2 3 _ 3 _

pog= X ooy LoX Tl e 0 X ookt 1206 (xm1)(x24x+1)=0
3 X X

= x,=lsaux’+x+1=0A :1—4:-3<0,f(1):%-ln1:%.

X 0 1 + 00

F'(x) | - - - - 0 + + + + + + +

f(x) \1
3

Deci f este descrescatoare pe intervalul (0, 1) si f este crescatoare pe intervalul (1, + o).
Deci x = 1 este punct de extrem local (minim) pentru f.

2 —
c¢) Consideram functia g: (0, +0)—> R, g(x) = le_ In+/x . Studiem semnul lui g'(x).

2x 1 1 x 1 _x-1 x* =1
'X)="F- =2 - = ,g'(X) =0 =0=>x*-1=0 (X-1)(x+1)=0
0= s =T T T g I (x=1)(x+1)
= X, =1,X, =-1.Cumxe(0, +) singura solutieeste x, =1, g(1) = 1;—1—In 1=0.
X 0 1 + o0
g'(x) | - - - - 0 + + + + + + +

9 \ 0  '

Deci g este descrescatoare pe intervalul (0, 1) si g este crescatoare pe intervalul (1, +o0).
Deci x = 1 este punct de extrem local pentru g = g(x)= g(1) V xe€(0, +o )=
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=

— 2_
~InVx = 0 Vxe(0,+to) = Inx < x -1 pentru orice xe (0, +o0).

2. Fief :[0,1] »R,f (x)=x"e*sil = _[Olfn(x)dx, n 0.
a) Sase calculeze I, sil,. (5p)
b) Sase calculeze lim I:fn (x)dx. (5p)

c) Sasearateca3l ,+ (n+1)l =e® vnx> 0.

Rezolvare:
— [to0a3xqy — [fa3x _GSXl_es 1
2.a)|0—_[0xe dx—foe dx = 3 0_3_5,
3x |1 3x 3 3 3 3
_[xe”dx _[ tdx = xo— _J‘le e__O_le_ -t g% 1
31, 3 3 33 3 9 9 9 9

b)f :[0,1] »R,f (x) = x"e** este o functie continua. Apllcand teorema de medie 3c,

0< c<1 astfel incat If (x)dx=f () (1-0)=c"e* = Iimjfn(x)dleim c"e* =0.

n—o

3x 3x 3
n+1 3x n+l —e _n+1
C) |, _[x dx = jx [3]dx X" j(n+1)x 3—0- 3 I,
3
= | =e__n_+1|¢>3|n+1=e3-(n+1)|n<:>3|n+1+(n+1)ln=e3‘v’n20.

n+1 3 3 n
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